
�������� � �	��
� �
 � 


���������� ���� �������� ���� �  ��!���� �����"

#$%&'() *+(+,-. -/0-)
1 234567 286 9: ;973 <625 = >?28>2@ ;9A A2B 2 9: C?A A?47 48D E 45F@ C?A A?47 GH<5B @ I?5B ?8 ?4

JKL M�N O M�P��MQRSQ TUL T�PV

*,($WXY/( Z'$W
1 234567 286 9: ;973 <625 =>?28 >2@ [8?\25G?6F 9: ] A A?8 9?G 46 [5H484^;_4734?B8@ ;_4734?B8@

] A A?8 9?G@
JKL M�N O Q���`RSQ TV �VS T�PV

a� ����bPVS� �c� dbNNbU ��` SNMQQ bd L �Qc ��Sbe��f ��bgN�L Q O h �e�� M Q��i��QQ
L M���j k M�P M �lJ m Sb�Q��VS� M L �Qc n QVSc �cM� �c� o����K�N�L ��� db�LVNM��b�
bd �c� �lJ be�� n �Q k T a� QcbU m V�P�� S���M�� MQQVL���b�Q m �cM� �� �Q � bQQ�gN� �b
��Sb�Q��VS� �c� b��`��MN L �Qc db� �c� Q� �S�MN SMQ� bd �c� pM�NMS� b���M�b� P�QS����q�P
b� M� V�Q��VS�V��P L �Qc bd ���M�`VNM� �N�L ���Q U ��c N���M� gMQ�Q dV�S��b�Q T rc�
��Sb�Q��VS��b� �Q MSc ��e�P �c�bV`c M Q����Q bd ��Sc��sV�Q d�bL `�M�c �c�b�f M�P
�VL���SMN M�MNf Q�Q m QbL � bd Uc�Sc M�� ��U M�P SM� o�P M��N�SM��b� �� b�c�� QS�����oS
M��MQ T t ��MNNfm U� P�QSVQQ �j���Q�b�Q �b b�c�� b� ��M�b�Q M�P QbL � b��� sV�Q��b�Q
��NM��P �b �c �Q SNMQQ bd ��bgN�L Q T
uvwxyz{| } ~��i��QQ L M���j m L �Qc m `�bL ���fm ���M�`VNM��b� m M�`N�Q m `�M�c �Lg�PP��` m
`�M�c P�MU ��` m �b� N���M� QbNe��Q m �NN����S �M���MN P�i������MN �sVM��b�Q
�� � ���� v�� ���||������y� } ���L M�f ��l 
� m ��� 
� � ~�Sb�PM�f ��� �� m �����

�� ������������

# .&-�0'  +,(+ ,() $-+ � ''$ )+/%¡'% ¡$ +,' 0¡+'&(+/&' ¡) +,' &'¢-£'&¤ -¥ +,'
 '), W'- '+&¤ ¥&-  ¦,¡¢, ( W¡£'$ )+¡§$'))  (+&¡¨ -&¡W ¡$(+') © ª$ +,¡) ¥-& /0(+¡-$ «
+,¡) ¡) ($ ¡00X. -)'% « ¡$£'&)' .&-� 0'  « ¡$ +,' )'$)' +,(+ +,'&' (&'  ($¤ .(&+¡(0
%¡§'&'$+¡(0 '¬/(+¡-$) ­®¯°)± ¦,-)' %¡)¢&'+¡²(+¡-$ -$ %¡§'&'$+ ' �'%%¡$W) -¥ (
+-. -0-W¡¢(00¤ '¬/¡£(0'$+  '), ¤¡'0% +,' )( ' )+¡§$'))  (+&¡¨ © #$ (0)- ¡$+'&')+¡$W
.&-� 0'  ¡) +,' &'¢-£'&¤ -¥ (  '), ¥-& ( )+¡§$'))  (+&¡¨ « ¦,'$ +,' /$%'&0¤ ¡$W
®¯° ¡) W¡£'$ © # 0+,-/W, )+¡00 ¡00X. -)'% « +,¡) .&-� 0'  .&-£ ¡%')  -&' ¡$¥-& (+¡-$
+,(+ ¢($ � ' '¨. 0-¡+'% ¥-& (  '), &'¢-£'&¤©



	 =646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?�

�'¤-$% +,' ¡$+'00'¢+/(0  '&¡+ -¥ +,' .&-� 0'  « +,'&' (&' )'£'&(0 . -+'$+¡(0
(..0¡¢(+¡-$) © �-& '¨( .0' « -$'  (¤ ¦($+ +- &'£'&)' '$W¡$''& +,' (¢+/(0  -%'0
¥&-  (  (+&¡¨ « '¡+,'& � '¢(/)' +,'  '), ¦() %¡)¢(&%'% ¡$ ($ '(&0¡'& .,()' -¥
+,' )¡ /0(+¡-$ « -& )¡ .0¤ � '¢(/)' ¡+ ¦() $'£'& ¢-  -$0¤ (£(¡0(� 0' © Y-¦'£'& « (
%''. '&  -+¡£(+¡-$ ¥-& +,¡) ¦-&� ¡) +- .&-£ ¡%' /)'¥/0 &'0(+¡-$), ¡.) � '+¦''$ W&(.,
+,'-&¤ ($% )¢¡'$+¡�¢ ¢- ./+¡$W ©

�-&  ($¤ .&-�0'  ) ¡$ )¢¡'$+¡�¢ ¢- ./+¡$W « ¦' ¢($ %')¡W$ '� ¢¡'$+ $/ '&¡¢(0
(0W-&¡+,  ) « ¡¥ ¦' �$-¦ +,'¡& W'- '+&¡¢ )+&/¢+/&' © 	$' '¨( .0' ¡) +,' W'- '+&¡¢
 /0+¡W&¡%  '+,-% 
�� © ª¥ -$0¤ +,' )+¡§$'))  (+&¡¨ ¡) �$-¦$ « +&(%¡+¡-$(0 # 0W'�&(¡¢

 /0+¡W&¡% ­#
� ± 
�� /)') +,' ¡$¥-& (+¡-$ .&')'$+ ¡$ +,'  (+&¡¨ +- %'�$' )-X
.,¡)+¡¢(+'% ¡$+'&W&¡% +&($)¥'& -. '&(+-&) © Y-¦'£'& « ¡¥ +,' -. '&(+-& ($% +,'  '),
+,(+ W'$'&(+'% +,'  (+&¡¨ (&' �$-¦$ « W'- '+&¡¢ -& ¢0())¡¢(0  /0+¡W&¡% /)/(00¤
-/+. '&¥-&  #
� © � '¡$W (�0' +- &'¢-£'& +,'  '), ¥&-  +,'  (+&¡¨ ¢-/0% .&-X
£ ¡%' $'¦ /$%'&)+($%¡$W -¥ ,-¦ +,' #
� ¦-&� ) ($% ¡+ ¢-/0% )/WW')+ ¦(¤) -¥
'$,($¢' '$+ © #$-+,'& '¨( .0' ¡) +,' W'- '+&¡¢ +'¢,$¡¬/' �¤ 
 ¡00'& �� �� 
�� «
¦,¡¢, �$%) ( �(0($¢'% .(&+¡+¡-$ -¥ ( ¦'00X),(.'%  '), ¡$ � -+, +¦- ($% +,&''
%¡  '$)¡-$) © �-+, +,' &/$$¡$W +¡ ' ($% ¬/(0¡+¤ -¥ +,'¡& .(&+¡+¡-$¡$W &'�'¢+ +,'
'� ¢¡'$+ /)' -¥ W'- '+&¡¢ ¡$¥-& (+¡-$ © ª$ 
��� « *. ¡'0  ($ ($% Z'$W ),-¦'% +,(+
+,' W'- '+&¡¢ )+&/¢+/&' -¥ ( ¦'00X),(. '%  '), ¢($ � ' /)'% +- � -/$% ($% (..&-¨X
¡  (+' '¡W'$£(0/') -¥ +,' %¡)¢&'+' �(. 0(¢¡($   (+&¡¨ -¥ +,'  '), © � ¡$(00¤« +,'&' ¡)
( ,-)+ -¥ W'- '+&¡¢ �()'% +'¢,$¡¬/') %'£'0-. '% ¥-& +,' %¡&'¢+ )-0/+¡-$ -¥ ).(&)'
0¡$'(& )¤)+'  ) ­¡$ '0¡  ¡$(+¡-$ -&%'&¡$W ± « () ¦'00 () ¥-& ¡+'&(+¡£' )-0/+¡-$  '+,-%) ©

# )'¢-$% « %/(0  -+¡£(+¡-$ ¡) +,(+ ¦' ¢($ %')¡W$ '� ¢¡'$+ (0W-&¡+,  ) ¥-&
W&(.,) « ¡¥ ¦' �$-¦ +,'¡& $/ '&¡¢(0 )+&/¢+/&' © �-& '¨( .0' « +,' .&-� 0'  ¦' ¢-$X
)¡%'& ¡$ +,¡) .(. '& ¡) ¢0-)'0¤ &'0(+'% +- .&-� 0'  ) ¡$ W&(., ' �'%%¡$W ($% W&(.,
%&(¦ ¡$W © #.. 0¡¢(+¡-$) (� -/$% ¡$ %¡£'&)' �'0%) )/¢, () ¢¡&¢/¡+ %')¡W$ « $'+¦-&�) «
,/ ($X¢- ./+'& ¡$+'&¥(¢' ($% %- (¡$ +&¡($W/0(+¡-$) © � ,¡0' +&(%¡+¡-$(0 W&(.,
' �'%%¡$W ($% %&(¦ ¡$W (0W-&¡+,  ) /)' -$0¤ +,' +-. -0-W¡¢(0 ¡$¥-& (+¡-$ -¥ (
W&(., « $/ '&¡¢(0 ¡$¥-& (+¡-$ ¡$ +,' )+¡§$'))   (+&¡¨ ),-/0% ,'0. /) �$% �'++'&
¬/(0¡+¤ W&(., ' �'%%¡$W) © # &'0(+'% .&-� 0'  ¡) +,' .(&( '+'&¡²(+¡-$ -¥ +&¡($W/X
0(+'% )/&¥(¢') « ¦,¡¢, ¡) /)'% ¥-& )/&¥(¢'  '), W'$'&(+¡-$ ($% +'¨+/&'  (..¡$W ¡$
¢- ./+'& W&(.,¡¢) © �'¢'$+ (..&-(¢,') ,(£' �''$ �()'% -$ ($ ($W0' �()'% .&-X
¢'%/&' +,(+ �(++'$) +,' �X¯ )/&¥(¢' 
� «��� © Z,¡) .&- ¢'%/&' ),(&')  ($¤ ¢-  -$
'0' '$+) ¦ ¡+, +,' ($W0' ' �'%%¡$W (0W-&¡+,  ) %¡)¢/))'% ¡$ +,¡) .(. '& © � ¡$(00¤«
%¡� ¢/0+ ¢- �¡$(+-&¡(0 .&-� 0'  ) ¡$ W&(., +,'-&¤ ,(£' '0'W($+ (..&-¨ ¡ (+' )-0/X
+¡-$) ¡¥ ( W'- '+&¤ ¡) �$-¦$ ©



=646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?� �

ª$ +,¡) .(. '& « ¦' +(�' +,' � &)+ )+'. ¡$ ')+(� 0¡), ¡$W +,¡) ¢-$$'¢+¡-$ � '+¦''$
+,' W'-  '+&¡¢ )+&/¢+/&' -¥ (  (+&¡¨ ($% $/ '&¡¢(0 )+&/¢+/&' -¥ (  '), © �'
¢-$)¡%'& +,' .&-� 0'  -¥ &'¢-£'&¡$W +,'   '), W'- '+&¤ ¥-& +,' )+¡§$'))  (+&¡¨
-¥ +,' �(.0(¢¡($ -. '&(+-& © �' ),-¦ +,(+ +,¡) ¡) . -))¡� 0' +,&-/W, +,' )-0/+¡-$
-¥ ( $-$X0¡$'(& )¤)+'  -¥ '¬/(+¡-$) « ($% ¦' %')¢&¡� ' +'¢,$¡¬/') +- W'- '+&¡¢(00¤
' �'% +,' )-0/+¡-$ ¡$ ( )+(� 0' ¦(¤©

Z,' .(. '& ¡) -&W($ ¡²'% () ¥- 00-¦ ) © ª$ *'¢+¡-$ � ¦' &'0(+' +,' '$+&¡') ¡$
+,' )+¡§$'))  (+&¡¨ ¦ ¡+, +,' ($W0') -¥ +,'   '), « %'&¡£ ¡$W ( $-$X0¡$'(& )¤)+'  -¥
'¬/(+¡-$) © �' (0)- ),-¦ ,-¦ +- %'+'&  ¡$' +,' '0' '$+) ($% +,' � -/$%(&¤ -¥ +,'
¢-&&'). -$%¡$W  '), © � '%/¢¡$W +,' $-$X0¡$'(& .&-� 0'  -$ +,' � -/$%(&¤ $-%') ¡)
+,/) . -))¡� 0' ¡$ .&¡$¢¡. 0' « �/+ ¡+ +/&$) -/+ +- � ' ¢- ./+(+¡-$(00¤ $-$ ¢- .'+¡+¡£' ©
ª$ *'¢+¡-$ � ¦' .&')'$+ +¦- $/ '&¡¢(0 +'¢,$¡¬/') ¥-& )-0£¡$W +,' ($W0' '¬/(+¡-$)
($% ¦' W¡£' +¦- .&(¢+¡¢(0 (..&-(¢,') ¥-& �$%¡$W ( W--% ¡$¡+¡(0 W/')) © ª$ *'¢+¡-$
� ¦' W¡£' $/ '&¡¢(0 &')/0+) -$ +,' ¢-$£'&W'$¢' ($% (¢¢/&(¢¤ -¥ +,' +'¢,$¡¬/')
%'£'0-. '% ¡$ *'¢+¡-$ � © ª$ *'¢+¡-$ � ¦' .&')'$+ )'£'&(0 (0W-&¡+,  ) ¥-& ¢- ./+¡$W
+,' W'- '+&¡¢ ' �'%%¡$W -¥ (  '), ¥&-  ¡+) ($W0' )'¬/'$¢' © *- ' '¨. '&¡ '$+(0
&')/0+) %' -$)+&(+' +,' ¡ .&-£'% )+(� ¡0¡+¤ -¥ +,' ' �'%%¡$W (0W-&¡+,  ) © ª$ *'¢X
+¡-$ � ¦' '¨+'$% -/& +'¢,$¡¬/') +- +,' )¢(0'% ($% ),¡¥+'% �(.0(¢¡($ () ¦'00 () +-
($¡)-+&-. ¡¢ '00¡.+¡¢ -. '&(+-&) ¦ ¡+, ¢-$)+($+ ¢-'� ¢¡'$+) © ª$ *'¢+¡-$ � ¦' ¢-$¢0/%'
+,' .(. '& ($% -/+0¡$' )- ' ¥/+/&' &')'(&¢, %¡&'¢+¡-$) ©

� � ���������� �������� 	�� �
� � ������ �
�� ������� ��������

Z,' �(.0(¢' -. '&(+-& /)/(00¤ .&-£ ¡%') ($ (..&-.&¡(+' )+(&+¡$W . -¡$+ ¥-& +')+X
¡$W $'¦ ¡%'() ($% (0W-&¡+,  ) ¡$ )¢¡'$+¡�¢ ¢- ./+¡$W © �'¤-$% ¡+) ¡ .-&+($¢' ¡$
� -+, (..0¡'%   (+,' (+¡¢) ($% .,¤)¡¢) (.. 0¡¢(+¡-$) « +,' �(.0(¢' -. '&(+-& %' -$X
)+&(+') (0)- &¡¢, W'-  '+&¡¢ )+&/¢+/&' ¦,¡¢, ¥(¢¡0¡+(+') +,'  '+,-%) .&')'$+'% ¡$
+,¡) .(. '& © *. '¢¡�¢(00¤« +,' )+¡§$'))   (+&¡¨ -�+(¡$'% ¥&-  +,' %¡)¢&'+¡²(+¡-$ -¥
+,' �(.0(¢¡($ -$ ($¤ �$¡+' '0' '$+   '), « /)¡$W 0¡$'(& �()¡) ¥/$¢+¡-$) « ¡) ¡$£(&¡X
($+ /$%'& +&($)0(+¡-$ « &-+(+¡-$ « ($% )¢(0¡$W -¥ +,'  '), © # 0)- « +,' '$+&¡') -¥ +,'
)+¡§$'))  (+&¡¨ (&' ())- ¢¡(+'% +,&-/W, )¡ . 0' ¥-& /0() +- +,' ($W0') ¡$ +,' +&¡($X
W/0(+¡-$ © # ) ( &')/0+ « ¦' ¢($ %'+'&  ¡$' +,' W'-  '+&¤ -¥ +,'   '), �¤ ¢- ./+¡$W
(00 +,' ($W0') ¥-& '% �¤ +,' +&¡($W/0(& '0' '$+) © �'0-¦ ¦' %')¢&¡� ' +,' )¤)+' 
-¥ '¬/(+¡-$) ¥&-  ¦,¡¢, +,')' ($W0') (&' ¢- ./+'% ©



� =646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?�

φ

φ φ
3

φ
2

(l)

(k)

(k) (k)
1

2

3φ(l)

1

φ(l)

v

v

v

v

j

n

m

i

t�`V�� 
T rUb ���`cgb���` �N�L ���Q bd M L �Qc T

���� ���� � �	
 � ��� 
 ���	� �� ��� �� � ����	���

�-$)¡%'&¡$W ( +&¡($W/0(+¡-$ -¥ ( %- (¡$ « ¦' %'$-+' +,' +,&'' ($W0') ¥-& '%
�¤ +,' � � �� '0' '$+ ­+&¡($W0' ± ­� ���� � � ���� � � ��� ± « () ),-¦$ ¡$ � ¡W/&' � © ª$ +-+(0 «
+,'&' (&' �! ($W0') +- � ' ¢- ./+'% « ¦,'&' ! ¡) +,' $/ �'& -¥ +&¡($W0') ¡$ +,'
 '), © Z,'&' (&' +¦- .-))¡� 0' ¢()') " ($ ($W0' ¢($ ¥(¢' ( � -/$%(&¤ '%W' « ¡ ©' ©« ($
'%W' +,(+ $- -+,'& +&¡($W0' ¡$¢0/%') « -& ¡+ ¢($ ¥(¢' ($ ¡$+'&¡-& '%W' « ¡ ©' ©« ($ '%W'
),(&'% �¤ '¨(¢+0¤ +¦- +&¡($W0') © � ,'$ +,' �(.0(¢¡($ -. '&(+-& ¡) %¡)¢&'+¡²'% ¦ ¡+,
0¡$'(& �$¡+' '0' '$+) « ($% /)¡$W # '/ ($$ �-/$%(&¤ ¢-$%¡+¡-$) « ¡+ ¡) ¦'00 �$-¦$
+,(+ +,' ($W0') ¡$ +,' +&¡($W/0(+¡-$ ($% +,' '$+&¡') -¥ +,' )+¡§$'))  (+&¡¨ « $ «
)(+¡)¥¤ +,' ¥- 00-¦ ¡$W .&-. '&+¡') 
� � %

ª¥ +¦- ($W0') � ���� � � �& � ¥(¢' +,' )( ' )¡%' ­'( � ') ± «

¢-+ � ���� * ¢-+ � �& � + ��$,- .,/ 0 ­�±

ª¥ ($ ($W0' ���� ¥(¢') ( � -/$%(&¤ )¡%' ­'1 � ') ± «

¢-+ � ��� + ��$,2 .,/ 0 ­�±

Z,'&' ¡) ( +-+(0 -¥ 3 '¬/(+¡-$) ¥&-  ­�± ($% ­�± « ¦,'&' 3 ¡) +,' $/ �'& -¥ '%W') ¡$
+,' W&(., © ª+ ¡) (0)- ¡$+'&')+¡$W +- $-+' +,(+ +,' %¡(W-$(0 '$+&¡') -¥ +,' )+¡§$'))
 (+&¡¨ (&' '¬/(0 +- +,' $'W(+¡£' )/  -¥ +,' -§X%¡(W-$(0 -$') ©

Z,' (� -£' '¬/(+¡-$) &'0(+' +,' .&-. '&+¡') -¥ +,' �(. 0(¢¡($ -$ +,' '0'  '$+) «
�/+ +,'¤ %- $-+ '$¥-&¢' +,' ¥(¢+ +,(+ +,' ($W0') ¢- ' ¥&-  ( +&¡($W/0(+¡-$ © Z,'
¥-00-¦ ¡$W ! '¬/(+¡-$) '$)/&' +,' +&¡($W0' .&-. '&+¤ %

� ���� * � ���� * � ��� + 4 � � + � � 0 0 0 � ! 0 ­�±



=646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?� �

� ¡$(00¤ ¥-& '(¢, ¡$+'&¡-& £'&+'¨ « ¡ ©' ©« ( £'&+'¨ +,(+ %- ') $-+ .(&+¡¢¡.(+' ¡$ ( � -/$%X
(&¤ '%W' « +,' )/  -¥ (00 +,' ($W0') (&-/$% ¡+ ),-/0% � ' �4 © Z,¡) '$)/&') +,(+ (00
+,' .-¡$+) -¥ +,' +&¡($W/0(+¡-$ 0¡' -$ +,' )(  ' .0($' %

�
'( � '0' '$+ ­�± « � ���& ($W0' -¥ '(

� ���& + �4 0 ­� ±

Z,'&'¥-&' « ¡¥ ¦' �$-¦ +,' £'&+¡¢') +,(+ ¥-&  '(¢, '0' '$+ « () ¦'00 () +,'
� -/$%(&¤ '%W') « ¦' ¢($ )'+ /. ( )¤)+'  ¡$£-0£ ¡$W +,' (�-£' '¬/(+¡-$) ¡$ -&%'&
+- )-0£' ¥-& +,' ($W0') -¥ +,' +&¡($W/0(+¡-$ © Z,¡) . 0($(&¡+¤ ¡$¥-& (+¡-$ ¢($ � '
-�+(¡$'% �¤ +,' ¥- 00-¦ ¡$W W&(., +,'-&'+¡¢ +'¢,$¡¬/') ©

��� � � ��� �� � ��� � ������� � �����	��

�' ())/ ' +,(+ +,' )+¡§$'))  (+&¡¨ ¢-&&'). -$%) +- ( . 0($(& +&¡($W/0(&   '), «
¡ ©' ©« '(¢, '0'  '$+ -¥ +,'   '), ¡) ( +&¡($W0' © *¡$¢' +,' )+¡§$'))  (+&¡¨ ),-/0%
&'£'(0 +,' ¢-$$'¢+¡£ ¡+¤ -¥ +,'  '), « ¦' ())/ ' +,(+ +,'&' ¡) (0¦(¤) ( $-$ ²'&-
 (+&¡¨ '$+&¤ ¦,'&'£'& +,' ¢-&&').-$%¡$W '%W' '¨ ¡)+) © Z,' ¢()' ¦,'&' ($ '%W' ¡)
¥(¢'% �¤ -$' -& +¦- 4 �� ($W0') « +,/) ¢&'(+¡$W ( ²'&- '0' '$+ ¡$ +,'  (+&¡¨ « ¡)
 -&' ¢- .0¡¢(+'% ($% $-+ '¨(  ¡$'% ¡$ +,¡) .(. '& © Z- '$)/&' ( /$¡¬/' . 0($(&
' �'%%¡$W -¥ +,' '0' '$+) « ¦' ())/ ' +,(+ +,' -/+)¡%' �-/$%(&¤ ($% (00 ,-0')
¡$ +,' %- (¡$ ,(£' (+ 0'()+ ¥-/& '%W') © ª$ -+,'& ¦-&%) « ¦' ())/ ' +,(+ +,'   '),
%-') $-+ ,(£' +&¡($W0' ,-0') -& '$W/0�$W �-/$%(&¤© ª$ (%%¡+¡-$ « ¦' ())/ ' +,(+
+,'  '), ¡) ( +&¡X¢-$$'¢+'% .0($(& W&(., ©

� ¡£'$ ( )+¡§$'))  (+&¡¨ $ « ¦' ¢($ (..0¤ +,' . 0($(&¡+¤ +')+¡$W (0W-&¡+,  -¥
Y-. ¢&-¥+ ($% Z(&� ($ 
��� +- %'+'&  ¡$' (00 '0'  '$+) © Z,' -/+./+ -¥ +,' . 0($(&¡+¤
+')+¡$W (0W-&¡+,  -$ $ ¡) ($ ' �'%%¡$W -¥ +,' W&(., 	 -¥ $ © ª+ ). '¢¡�') ¥-&
'(¢, £'&+'¨ ' -¥ 	 +,' )'+ -¥ '%W') ¡$¢¡%'$+ +- ' ¡$ ( ¢-/$+'&X¢0- ¢� ¦ ¡)' -&%'&¡$W ©
ª+ (0)- ). '¢¡�') '(¢, ¥(¢' -¥ 	 ¡$ ( ¢-/$+'&X¢0- ¢� ¦ ¡)' -&%'&¡$W © �'¢(/)' -¥ -/&
())/ .+¡-$ (� -£' « '£'&¤ +&¡($W/0(& ¥(¢' ¡) ($ '0' '$+ -¥ +,'  '), ©

ª¥ 	 ,() -$0¤ -$' ¥(¢' 
 +,(+ ¢-$+(¡$)  -&' +,($ +,&'' '%W') « +,'$ 
 ¡)
+,' � -/$%(&¤ -¥ +,'  '), -¥ $ © ª$ W'$'&(0 « 	 ¢-/0% ,(£'  -&' +,($ -$' $-$X
+&¡($W/0(& ¥(¢' « )(¤ 
 � � 0 0 0 � 
� © 	$0¤ -$' -¥ +,'  ¢($ � ' +,' � -/$%(&¤© # 00 -+,'&
¥(¢') ¢-&&'). -$% +- +,' ,-0') -¥ +,'  '), © �-& +,' ./&.-)' -¥ ¢- ./+¡$W +,'
($W0') « ,-¦'£'& « '¬/(+¡-$) ­�±� ­� ± %- $-+ %¡)+¡$W/¡), � '+¦''$ '¨+'&$(0 � -/$%(&¡')
($% ,-0') © °£'$ +,-/W, « ¡$ ( W&(., +,'-&'+¡¢ )'$)' « � -/$%(&¡') ($% ,-0') (&'



� =646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?�

'¬/¡£(0'$+ « +,' W'-  '+&¤ -¥ +,' -&¡W ¡$(0  '), ¢($ � ' &'¢-£'&'% (¥+'& +,' ($W0')
(&' ¢- ./+'% ©

��� � � �� ��� �� � ����	���

� )¡$W +,' (� -£' +'¢,$¡¬/') ¦' ¢($ )'+ /. +,' )¤)+'  -¥ $-$ 0¡$'(& '¬/(X
+¡-$) ­�±� ­� ± +,(+ %')¢&¡� ') +,' ($W0') © Z,' ¬/')+¡-$ (&¡)') ¦,'+,'& +,' %'&¡£'%
�(¢-� ¡($ )¤)+'  ¡) -£'&%'+'&  ¡$'% -& /$%'&%'+'&  ¡$'% © ª$ +,¡) )/�)'¢+¡-$ « ¦'
¢- .(&' +,' $/ �'& -¥ /$�$-¦$) ($% +,' $/ �'& -¥ '¬/(+¡-$) ($% ),-¦ +,(+ +,'
$/ �'& -¥ '¬/(+¡-$) ¡) (0¦(¤) W&'(+'& +,($ -& '¬/(0 +- +,' $/ �'& -¥ /$�$-¦$) ©

*/..-)' +,'  '), � -¥ $ ,() ' £'&+¡¢') « 3 '%W') « ! +&¡($W/0(& '0'  '$+) «
($% � ,-0') « ¦ ¡+, (+ 0'()+ -$' $-$X+&¡($W/0(& �-/$%(&¤ -& ,-0' © �'¢(/)' '(¢,
+&¡($W0' ,() +,&'' ($W0') +- %'+'&  ¡$' « ¦' ,(£' �! /$�$-¦$) © �'+ 
 � ' +,'
$/ �'& -¥ ¥(¢') -¥ ( . 0($(& ' �'%%¡$W -¥ � « ¡ ©' ©« 
 + ! * � * � © */..-)' ¡$
(%%¡+¡-$ « +,(+ � ,() � ¡$+'&¡-& £'&+¡¢') © Z,'$ ¦' ,(£' 3 * ! * � '¬/(+¡-$) % 3
'¬/(+¡-$) ¥&-  ­�±� ­�± " ! '¬/(+¡-$) ¥&-  ­�± " ($% � '¬/(+¡-$) ¥&-  ­� ± ©

�
����� �� �-& ($¤ .0($(&  '), � «

3 * ! * � 	 �! 0


 ���� � °¬/¡£(0'$+0¤« ¦' $''% +- ),-¦ 3 � �! * � 	 � © � )¡$W °/0'& �) ¥-& /0(

 � 3 * ' + � ($% +,' ¥(¢+ +,(+ ! + 
 � � � � « ¦' ,(£' %

3 * � � �! + ­
 * ' � �± � � ­
 � � � �± * �

+ ­' � 
 * � ± * ��

�' � &)+ .&-£' �¤ ($ ¡$%/¢+¡-$ -$ +,' $/ �'& � -¥ ¡$+'&¡-& £'&+¡¢') « +,(+ ¦'
¢($ &'%/¢' +,' +,'-&'  +- +,' ¢()' ¦,'&' +,'&' (&' $- ¡$+'&¡-& £'&+¡¢') © �' +,'$
.&-£' +,(+ +,' +,'-&'  ¡) +&/' ¥-& +,¡) &'%/¢'% ¢()' ©

ª¥ � + � « +,'$ � ,() $- ¡$+'&¡-& £'&+'¨ © #-¦ ¡$%/¢+¡£'0¤ ())/ ' +,'
+,'-&'  ¡) +&/' ¥-& � + �� © �' $-¦ .&-£' ¡+ ¥-& � + �� * � ©

�'+ 
 � ' ($ ¡$+'&¡-& £'&+'¨ ¡$ � © �'+ 
 � � 0 0 0 � 
� �' +,' $'¡W,� -&) -¥ 
 ¡$
� W¡£'$ ¡$ ( ¢-/$+'&X¢0- ¢�¦ ¡)' -&%'&¡$W © #-+¡¢' +,(+ 
 � � 0 0 0 � 
� ¥-&  ( )¡ .0'
. -0¤W-$ © �'+ 	 � � ' ( .0($(& W&(., -�+(¡$'% ¥&-  	 �¤ &' -£¡$W 
 ($% �¤
+&¡($W/0(+¡$W +,' )¡ .0' . -0¤W-$ ¥-& '% �¤ 
 � � 0 0 0 � 
� © #-+¡¢' +,(+ 	 � ,() ' � �
£'&+¡¢') « �� ¡$+'&¡-& £'&+¡¢') « ($% 
 � � ¥(¢') © Z,'&' ¡) $- ¢,($W' ¡$ +,' $/ �'&



=646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?� �
-¥ ,-0') © �¤ +,' ¡$%/¢+¡£' ())/ .+¡-$ « ¦' ,(£' ­' � �± � ­
 � �± * �� * �� 	 � «
¡ .0¤ ¡$W ' � 
 * ­�� * �± * �� + ' � 
 * � * �� 	 � ©

�' $-¦ .&-£' +,' +,'-&'  ¥-& +,' �()' ¢()' « ¦,'$ +,'  '), %-') $-+ ¢-$+(¡$
($¤ ¡$+'&¡-& £'&+¡¢') © #W(¡$ ¦' /)' ¡$%/¢+¡-$ « +, ¡) +¡  ' « �()'% -$ +,' $/ �'&
-¥ ¥(¢') 
 ¡$ +,'  '), © ª¥ 
 + � « +,'$ +,' +,'-&'  ¡) ¢0'(&0¤ +&/' © */..-)' +,'
+,'-&'  ¡) +&/' ¥-& 
� ($% ¦' ,(£' ( .0($(& W&(., +,(+ ,() 
 + 
�* � ¥(¢') © Z,'&'
(&' +¦- ¢()') % ­�± +,' W&(., ¢-$+(¡$) ( +&¡($W/0(& '0' '$+ " ­�± +,' W&(., %-') $-+
¢-$+(¡$ ($¤ +&¡($W/0(& '0' '$+ © ª$ +,' �&)+ ¢()' « � '¢(/)' +,' W&(., %-') $-+ ,(£'
($ ¡$+'&¡-& £'&+'¨ « +,'&'  /)+ � ' ( +&¡($W/0(& '0' '$+ � + ­
�� ± )/¢, +,(+ -$' -¥
¡+) '%W') « )(¤ ­
� ± ¡) ($ '%W' -¥ ( $-$X+&¡($W/0(& ¥(¢' � © �' ¢($ -�+(¡$ ($-+,'&
. 0($(& W&(., 	 � � ' (..0¤ ¡$W '%W' ¢-$+&(¢+¡-$ +- ­
� ± © Z,¡) ¢-$+&(¢+¡-$  '&W')

 ($% � ¡$+- ( $'¦ £'&+'¨ ($% &' -£') +,' ¥(¢' � ¥&-  +,' W&(., © �'¢(/)' �
¡) $-+ +&¡($W/0(& « +,' ¢-$+&(¢+¡-$ )¡ .0¤  -%¡�') � © Z,'&'¥-&' « 	 � ,() -$' 0'))
£'&+'¨ ($% -$' 0')) ¥(¢' +,($ 	 © Y '$¢' �¤ ¡$%/¢+¡-$ « ¡¥ +,' +,'-&'  ¡) +&/' ¥-&
	 � « ¡+ ¡) +&/' ¥-& 	 () ¦'00 © ª$ +,' )'¢-$% ¢()' « ¦' ,(£' �
 � �3 « ¡ ©' ©« 3 	 �
 © �¤
°/0'& �) ¥-& /0( « ¦' ,(£' ' + 3 � 
 * � 	 �
 � 
 * � 	 
 * � © Y'$¢' ' � 
 	 � «
.&-£ ¡$W +,' +,'-&'  ©

��� � � ����	�� �� � 
 ������ �� �� �� � � �������
ª+ ¡) ¦'00 �$-¦$ +,(+ « ¥-& +,' �(.0(¢' �) '¬/(+¡-$ « +,' � ($% 	 ¢--&%¡$(+'

£'¢+-&) ¥-& ($¤ ¡)- -&.,¡¢ &'(0¡²(+¡-$ -¥ +,'  '), (&' +,'  )'0£') )-0/+¡-$) -¥
'¬/(+¡-$) ¦ ¡+, +,' )+¡§$'))  (+&¡¨ $ ($% (..&-.&¡(+' � -/$%(&¤ ¢-$%¡+¡-$) © 
 -&'
). '¢¡� ¢(00¤« ¢-$)¡%'&¡$W ( )¤  '+&¡¢ . '& /+(+¡-$ -¥ $ ¦ ¡+, ¡$+'&¡-& /$�$-¦$)
-&%'&'% �&)+ « ($% +,' ¢-&&').-$%¡$W . '& /+(+¡-$) -¥ +,' ¢--&% ¡$(+' £'¢+-&) « � +

�
 �� �� � 	 + 
	
 	� �� « +,'$ %

ª$+'&¡-& /$�$-¦$) 

�-/$%(&¤ /$�$-¦$) 
 � $ 
 $ 
 �

$� 
 $� � ��
 	
�� 	� � +
� � ��� �� � 0 ­�±

�-00-¦ ¡$W +,' $-+(+¡-$ -¥ +,' .&'£¡-/) )'¢+¡-$ « %¡  ­$ 
 ± + � � � « % ¡  ­$� ± +�� � �� ¦ ¡+, �� + ' � � « ($% �� ($% �� (&' £'¢+-&) -¥ �)� © Z,'&'¥-&' « ¡¥ +,'
¢--&%¡$(+') -¥ +,' � -/$%(&¤ $-%') (&' �$-¦$ « ¦' ¢($ %'&¡£' (00 ¡$+'&¡-& -$') �¤
)-0£¡$W +,' ¥- 00-¦ ¡$W % �
 + �$ � �
 $ 
 � �� 0 ­�±
# 0+,-/W, $-+ W/(&($+''% ¡$ +,' ¦-&)+ ¢()' « +,' $/ �'& -¥ � -/$%(&¤ /$�$-¦$)�� ¡) '¨. '¢+'% +- � ' -$ +,' -&%'& -¥ � ­�' ± « ($% +,/) ¡+  (�') )'$)' +- )'+ /.



� =646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?�

α

β

γ

δ

... ...
α

β

γ

δ

...

t�`V�� 	 T �bV�PM�f �P`�Q�M�`N�Q Pb �b� P�o�� �c� gbPf ��`�PNfT rc� gbV�PM�f �Vg� �Q ���P�P T

+,' $-$ 0¡$'(& '¬/(+¡-$) -$0¤ ¥-& +,' ($W0') &'¬/¡&'% +- -�+(¡$ �� ($% 	� © �&- 
'¬/(+¡-$ ­�± « ¦' ¢($ ¡  '%¡(+'0¤ -�+(¡$ (00 +,' ($W0') ¥(¢¡$W � -/$%(&¤ )¡%') ©
Y-¦'£'& « () ),-¦$ ¡$ � ¡W/&' � « +- %'�$' +,'  '), &¡W ¡%0¤  -&' ¡$¥-& (+¡-$ ¡)
$''%'% © �' ¡$+&-%/¢' +,' $-+¡-$ -¥ +,' +/� ' () +,' )'+ -¥ (00 '0' '$+) ¦ ¡+, (+
0'()+ -$' �-/$%(&¤ £'&+'¨ © Z,' .&-� 0'  ¡) $-¦ &'%/¢'% ¡$+- �$%¡$W ( W'- '+&¡¢(0
' �'%%¡$W -¥ +,' +/� ' ©

�$¥-&+/$(+'0¤« ( .&-� 0'  (&¡)') ¡$ ¢()' -¥ ,-0') © Z,' W&(., +,'-&'+¡¢(0  '+,X
- %) %')¢&¡� '% '(&0¡'& ¡%'$+¡¥¤ +,' ,-0') +-.-0-W¡¢(00¤« �/+ .&-£ ¡%' $- ¡$¥-& (+¡-$
() +- ¦,'&' +,'¤ ),-/0% � ' ' �'%%'% ¡$ &'0(+¡-$ +- +,' -/+'& +/� ' © °£'$ ¦-&)' «
+,'&' ¡) $- $-+¡-$ -¥ -/+'& +/� ' � '¢(/)' -¥ +,' +-. -0-W¡¢(0 '¬/¡£(0'$¢' -¥ � -/$%X
(&¡') © �$0¡�' +,¡) &'%/¢'% +'¢,$¡¬/' « ¦-&� ¡$W ¦ ¡+, (00 +,' ($W0') ¡$ +,'  '),
-�£¡(+') +,¡) .&-� 0'  © °£'$ ¡$ +,' (�)'$¢' -¥ ,-0') « ($% %'). ¡+' ¡+) ) (00'& )¡²' «
+,' &'%/¢'% .&-�0'  ,() .&-£'$ ,(&%'& +- )-0£' ¢- ./+(+¡-$(00¤© ª$ )'¢+¡-$ � ¦'
.&-£¡%' ( �&¡'¥ %¡)¢/))¡-$ -$ +,' &'()-$) ¥-& +,¡) � ',(£ ¡-& ©

� � ��������� ����������� � 	 �
� ������

Z,' $-$ 0¡$'(& )¤)+'  -¥ '¬/(+¡-$) ­�±� ­� ± ¡) /)/(00¤ )-0£'% �¤ )- ' ¥-& 
-¥ +,' # '¦+-$  '+,-% © Z,' ¥-00-¦ ¡$W )'¢+¡-$) %¡)¢/)) +,' ¢- ./+(+¡-$(0 ¢-$)¡%X
'&(+¡-$) -¥ )'++¡$W /. +,' �(¢-�¡($ -¥ +, ¡) )¤)+'  ($% )-0£ ¡$W ¡+ '� ¢¡'$+0¤©

� ��� � ���	�� �� �� � ��� ���

Z,' �&)+ %'¢¡)¡-$ ¡) +,' ¢,-¡¢' -¥ /$�$-¦$) © °¬/(+¡-$) ­�±� ­�± %'. '$% -$0¤
0¡$'(&0¤ -$ ($W0') « ($% '¬/(+¡-$) ­�±� ­� ± %'. '$% -$0¤ 0¡$'(&0¤ -$ ¢-+($W'$+) © ª$
)-0£ ¡$W +,' )¤)+'  ¦' ¦-/0% 0¡�' +- �''. ()  /¢, 0¡$'(&¡+¤ () .-))¡� 0' © � ,'$ ¥'¦
¡$+'&¡-& . -¡$+) '¨ ¡)+ « () ¡$  '),') ¦ ¡+, 0-$W � -/$%(&¡') -& ,-0') « +,' ¢-+($W'$+)
¢($ � ' ¢-$)¡%'&'% +,' /$�$-¦$) « ($% +,' .(&+¡(0 %'&¡£(+¡£') ¥-& +,' ($W0') ¡$ +,'



=646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?� �

x x x
x x x

x x x

...

...

x x x

xxx
x x

Σ φ = π

Σ φ = 2π

Equations
Edge

x x x
1 1

1 1

1 1

.
..

t�`V�� � T rc� Q�M�Q��f Q��VS�V�� bd �c� �MSbg�M� T

�(¢-�¡($ � '¢- ' %
�� ���(

� ¢-+ ����( +
� �

� * ¢-+� � ���(
0

�' ¢($ (0)- ¢-$)¡%'& +,' ($W0') () /$�$-¦$) ($% ¥-& /0(+' +,' ¢-+($W'$+ .(&+
-¥ +,' �(¢-�¡($ () ¥- 00-¦ ) %

� ¢-+ � ���(
� � ���( +

� �
)¡$� � ���(

0

ª$ � -+, ¢()') « +,' �(¢-� ¡($ ¡) ).(&)' ($% ¡+ ,() ( )+&/¢+/&' +,(+ ¢($ � ' '¨X
. 0- ¡+'% ¢- ./+(+¡-$(00¤© Z,' /$�$-¦$ ($W0') (&' -&%'&'% �¤ '0' '$+ « ¦ ¡+, ($W0')
¡$ +,' )(  ' '0' '$+ � '¡$W )/¢¢'))¡£' ¡$ +,' -&%'&¡$W © Z,' �&)+ ! &-¦ ) ¢-$+(¡$
+,' '¬/(+¡-$) ¥-& '(¢, +&¡($W0' © Z,' ¥-00-¦ ¡$W � &-¦ ) ¢-$+(¡$ +,' '¬/(+¡-$) ¥-&
¡$+'&¡-& £'&+¡¢') « ($% +,' 0()+ 3 &-¦ ) (&' +,' '¬/(+¡-$) ­�±� ­�± © °£'&¤ /$�$-¦$
.(&+¡¢¡.(+') ¡$ -$' '%W' '¬/(+¡-$ « ¡$ -$' +&¡($W0' '¬/(+¡-$ ($% (+  -)+ ¡$ -$'
¡$+'&¡-& £'&+'¨ '¬/(+¡-$ © Z,'&'¥-&' « +,' $/ �'& -¥ $-$²'&-) ¡$ +,' �(¢-�¡($ ¡) (+
 -)+ �! ©

ª¥ ($ ¡+'&(+¡£'  '+,-% ¡) /)'% +- )-0£' +,' �(¢-�¡($ )¤)+'  « )¡$¢' ( ��
%'¢- .-)¡+¡-$ ¦-/0% W'$'&(+' .&-,¡� ¡+¡£'0¤ 0(&W' ( -/$+) -¥ � 00X¡$ « +,' (� -£'
)+-&(W' ¢($ �' &'%/¢'% (..&-¨ ¡ (+'0¤ ¡$ ,(0¥ © �-$)¡%'&¡$W +,' ¢-+($W'$+) () +,'
/$�$-¦$) « +,' �(¢-� ¡($ .(&+ -¥ +,' 0()+ 3 '¬/(+¡-$) ¢-$+(¡$) -$ 0¤ �� �) ¡$ �$-¦$
.-)¡+¡-$) ¦,¡¢, %- $-+ ,(£' +- � ' )+-&'% © *¡  ¡0(&0¤« ¦,'$ +,' ($W0') (&' +,'
/$�$-¦$) « +,' �&)+ ! * � '¬/(+¡-$) $''% $-+ � ' )+-&'% © �-& &'()-$) '¨.0(¡$'%
¡$ )'¢+¡-$ � ©� « ¦' ,(£' -.+'% +- �''. +,' ¢-+($W'$+) () /$�$-¦$) ¥-& )+(� ¡0¡+¤
&'()-$) © ª$ +,¡) ¢()' « +,' ).(&)¡+¤ )+&/¢+/&' -¥ +,' �(¢-�¡($ ¡) ),-¦$ ¡$ � ¡W/&' � ©




� =646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?�

� �� � � � �� ��� � �����	��

Z,' 3 &-¦ ) -¥ +,' �(¢-�¡($ () )+'   ¡$W ¥&-  '¬/(+¡-$) ­�±� ­�± (&' 0¡$'(&0¤
¡$%'.'$%'$+ ¥-& ($¤ ¢,-¡¢' -¥ ($W0') -& /$�$-¦$) © Z,¡) ¥- 00-¦ ) ¡  '%¡(+'0¤ ¥&- 
+,' ¥(¢+ '(¢, ($W0' .(&+¡¢¡.(+') ¡$ -$0¤ -$' '¬/(+¡-$ ¡$ +,¡) W&-/. © # )¡  ¡0(&
.&-. '&+¤ ,-0%) ¥-& +,' &-¦ ) )+'   ¡$W ¥&-  +,' W&-/. -¥ '¬/(+¡-$) ­�±� ­� ± © Z,'¡&
0¡$'(& ¡$%'. '$%'$¢' ¥- 00-¦ ) ¥&-  +¦- -�)'&£(+¡-$) % � ¡&)+ « '(¢, ($W0' (.. '(&) -$0¤
¡$ -$' +&¡($W0' « ($% +,'&'¥-&' (00 '¬/(+¡-$) ­�± (&' 0¡$'(&0¤ ¡$%'.'$%'$+ © *'¢-$% «
+,' '¬/(+¡-$) ­� ± (&' $''%'% +- '$)/&' +,(+ '£'&¤ ¡$+'&¡-& . -¡$+ ¡) -$ +,' )( '
.0($' () ¡+) $'¡W,� -&) « ($% +,'&'¥-&' +,'¤ ¢($$-+ � ' &'.&-%/¢'% () ( ¢- �¡$(+¡-$
-¥ +,' +&¡($W0' '¬/(+¡-$) © °¬/(+¡-$) ­�±� ­� ± � '¢- ' 0¡$'(&0¤ ¡$%'. '$%'$+ ,-¦X
'£'& « ¡¥ +,' �(¢-� ¡($ -¥ ( )¤)+'  +,(+ &'.&')'$+) ($ '¨(¢+ . 0($(& ' �'%%¡$W ¡)
¢-$)¡%'&'% ©

¯'). ¡+' +,' 0¡$'(& ¡$%'. '$%'$¢' -¥ +,' ¡$% ¡£¡%/(0 )/��0- ¢� ) « ($% +,' -£'&%'X
+'&  ¡$'% ¦,-0' )¤)+'  « (+ )-0/+¡-$ « +,' �(¢-�¡($ ¡) &($� %'�¢¡'$+ © Z,¡) ¡) � '¢(/)'
(+ )-0/+¡-$ « (00 . -¡$+) (&' ¥-&¢'% -$+- +,' )( ' .0($' ($% +,' ¢-$%¡+¡-$) -¥ ¡$+'X
&¡-& . -¡$+) ¢($ � ' -�+(¡$'% ¥&-  +,' +&¡($W0' ¢-$%¡+¡-$) ($% +,' )-0/+¡-$ -¥ +,'
'%W' '¬/(+¡-$) ©

Y-¦'£'& « ¡¥ +,' ($W0') (&' $-+ ¢-$£'&W'% ($% +,' (..&-¨ ¡ (+' )-0/+¡-$ %-')
$-+ &'.&')'$+ ($ '¨(¢+ . 0($(& ' �'%%¡$W « +,' �(¢-� ¡($ ¡) ¥/00 &($� © Z,¡) )/WW')+)
+,(+ ( # '¦+-$  '+,-% ¥-& +, ¡) $-$X0¡$'(& )¤)+'  ,() &X¬/(%&(+¡¢ ¢-$£'&W'$¢' 
�� ©
�'+ /) %'$-+' �¤ � ­� ± + � +,' $-$ 0¡$'(& '¬/(+¡-$) ­�±� ­� ± « ($% +,' �(¢-�¡($ (+
)- ' (..&-¨ ¡ (+' ¡+'&(+' � ( �¤ �( � � ­� ( ± © �' ¢-$)¡%'& +,' #'¦ +-$ ¡+'&(+¡-$ «
+,(+ )-0£') +,' -£'&%'+'&  ¡$'% �(¢-�¡($ )¤)+'  ¡$ ( 0'()+ )¬/(&') )'$)' %� (� � + � ( � ­� �( �( ±� �� �( � ­� ( ± 0 ­�±

ª¥ +,' ($W0') (&' ¢,-)'$ () /$�$-¦$) « ¦' ),-/0% '$)/&' +,(+ +,' # '¦+-$ ¢-&&'¢+¡-$
+- +,' (..&-¨ ¡ (+' )-0/+¡-$ � ( %-') $-+ £¡- 0(+' +,' +&¡($W0' .&-. '&+¤ -¥ +,' ($W0') %

� � � ���( � 4 0 ­�±

Z- (£-¡% +,¡) ¢-$)+&(¡$'%   ¡$ ¡  ¡²(+¡-$ .&-� 0'  ¥-& /0(+¡-$ « ¦' ,(£' ¢,-)'$ +,'
¢-+($W'$+) () /$�$-¦$) )¡$¢' +,'¤ (&' /$�-/$%'% . '&¡- %¡¢ ¥/$¢+¡-$) © ª$ +,¡)
¦(¤« ¦' -$0¤ $''% +- '$¥-&¢' ¢-$%¡+¡-$ ­�± ¦,'$ ¦' ¢- ./+' +,' ($W0') ¥&-  +,'
¢-+($W'$+) ¥-& ¢(0¢/ 0(+¡$W +,' &')¡%/(0 � ­� ± ©

	/& '¨. '&¡ '$+) ¢-$� & '% +,' &X¬/(%&(+¡¢ ¢-$£'&W'$¢' -¥ +,¡) ¡+'&(+¡-$ ¥-&
( ¥'¦ ) (00  '),') © # )0¡W,+ ¡$¢&'()' ¡$ +,' )¡²' -& +,' ¢- .0'¨ ¡+¤ -¥ +,'  '),



=646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?� 



,-¦'£'& « ¢(/)') +,'  '+,-% $-+ +- ¢-$£'&W' © # ) ¡+ ¡) +¤. ¡¢(0 ¡$   ($¤ (&'() ¡$
)¢¡'$+¡� ¢ ¢- ./+¡$W « +,' , ¡W, %¡  '$)¡-$(0¡+¤ -¥ +,' .&-� 0'  ),&¡$�) +,' ¢-$£'&X
W'$¢' &'W¡-$ -¥ +,' # '¦+-$  '+,-% +- ( )  (00 $'¡W,� -&,--% (&-/$% +,' )-0/+¡-$ ©
�' )''� +,'&'¥-&' ($ '� ¢¡'$+ « W 0-�(0 ¢-$£'&W¡$W ¡+'&(+¡-$ ©

� �� � �� ��� ����� ��� � 	���� �� ���

� ,'$ W0-�(0 ¢-$£'&W'$¢' .&-� 0'  ) .0(W/' $-$ 0¡$'(& ¡+'&(+¡-$) « ( ¦'00
�$-¦$ &' '%¤ ¡) +- )-0£' '(¢, �(¢-�¡($ )¤)+'  ¡$ ­�± (..&-¨ ¡ (+'0¤ ¦ ¡+, )- '
¡+'&(+¡£'  '+,-% 
� «�� © � &¤ 0-£ )/�).(¢'  '+,-%) « )/¢, () �
�°* ($% � ¡�� 
�� «
(&' ¢-  -$ ¢,-¡¢') ¥-& ¡+'&(+¡£'  '+,-%) © #+ '(¢, )+'. -¥ +,' -/+'& # '¦+-$ ¡+'&X
(+¡-$ « ( £(&¤ ¡$W $/ �'& -¥ � ¡�� ¡+'&(+¡-$) ¡) +(�'$ -$ +,' �(¢-�¡($ )¤)+'  © ª$
'(&0¤ #'¦ +-$ )+'.) « ¦,'$ +,' (..&-¨ ¡ (+¡-$ ¡) ¥(& ¥&-  +,' )-0/+¡-$ « +,' )¤)+' 
),-/0% $-+ � ' )-0£'% £'&¤ (¢¢/&(+'0¤« ($% +,/) ( ¥'¦ )+'.) -¥ � ¡�� )/� ¢' © # )
+,' (..&-¨ ¡ (+¡-$ ¡ .&-£') « ,¡W,'& (¢¢/&(¢¤ ¡) %'  ($%'% ¥&-  +,' � ¡�� ($%
+,' $/ �'& -¥ ¡+'&(+¡-$) ¡$¢&'()') ©

Z,' '� ¢¡'$¢¤ -¥ +,¡) ¡$$'&X-/+'& )¢,'  ' ¡) ¦'00 �$-¦$ « .&-£¡%'% +,(+ ¦'
�$-¦ ,-¦ +- £(&¤ +,' $/ �'& -¥ ¡+'&(+¡-$) ¥-& � ¡�� © # -$W +,'  ($¤ ¡%'()
.&-.-)'% ¡$ +,' 0¡+'&(+/&' « -$' �¤ ¯' �- �� ��� ,() � ''$ ¬/¡+' )/¢¢'))¥/0 
�� ©
# ¢¢-&%¡$W +- +,¡) « ¡$)+'(% -¥ ¢-$+&-00¡$W +,' $/ �'& -¥ � ¡�� ¡+'&(+¡-$) '¨.0¡¢¡+0¤«
¦' )+(&+ ¦ ¡+, ( 0(&W' &')¡%/(0 +,&'),-0% « %'¢&'()¡$W ¡+ (+ '£'&¤ -/+'& ­#'¦+-$ ±
)+'. © ¯' �- �� ��� .&-. -)'% +,(+ +,' £(0/' ��( � ' /)'% () +,' )+-..¡$W ¢&¡+'&¡-$
¥-& +,' ¡$$'& ¡+'&(+¡-$ « ¦,'&' � ¡) +,' $/ �'& -¥ -/+'& ¡+'&(+¡-$) © �,--)¡$W +, ¡)
¢&¡+'&¡-$ ¡) ¦ ¡%'0¤ &'¢-W$¡²'% () ( ,(&% ($% .&-�0'  %'. '$%'$+ +()� © �'¢(/)'
-¥ +,' 0¡  ¡+'% ¢-$£'&W'$¢' &'W¡-$ -¥ -/& .&-� 0'  ) « ( &')¡%/(0 +,&'),-0% -¥ (� -/+
� 0��( ¡)  -&' � '$'�¢¡(0 © # ) ¦' ),-¦ 0(+'& ¡$ -/& '¨. '&¡  '$+(0 &')/0+) « +,¡)  '+,-%
¡) W0-�(00¤ ¢-$£'&W'$+ ($% ¢($ � ' /)'% ¥-& 0(&W' )¡²'   '),') ©

Z,'  (¡$ ¢- ./+(+¡-$(0 &'¬/ ¡&' '$+ ¥-& +,¡)  '+,-% ¡) +,(+ ¦' ¢($ . '&¥-& 
(  (+&¡¨X£'¢+-&  /0+¡. 0¡¢(+¡-$ ¦ ¡+, +,' ).(&)' �(¢-�¡($ ($% (   (+&¡¨X£'¢+-&  /0X
+¡. 0¡¢(+¡-$ ¦ ¡+, ¡+) +&($). -)' © *¡$¢' '(¢, ($W0' (.. '(&) ¡$ (+  -)+ +,&'' %¡§'&'$+
&-¦ ) « +,' ).(&)' )+&/¢+/&' -¥ +,' +&($). -)' ¢($ � '  (¡$+(¡$'% '()¡0¤©

ª$ )- ' .&-�0'  ) « +,' ¢- ./+(+¡-$(0 '� ¢¡'$¢¤ -¥ +,¡) ¡$$'&X-/+'&  '+,-%
¢-/0% � ' ¡ .&-£'% �¤ ¢-$)¡%'&¡$W ( ¥/00 &($� �(¢-�¡($  (+&¡¨ « ¡$)+'(% -¥ +,'
-£'&%'+'&  ¡$'% -$' /)'% ¡$ ­�± © # ) ¦' %¡)¢/))'% '(&0¡'& « +,¡) ¢($ (¢,¡'£'% �¤
.¡¢� ¡$W -$0¤ +,(+ $/ �'& -¥ ¡$+'&¡-& £'&+'¨ '¬/(+¡-$) $''%'% +- -�+(¡$ ( )¬/(&'
 (+&¡¨ © Z,'$ « +,' � ¡�� ¢-/0% � ' (..0¡'% )¡ .0¤ -$ ( )¬/(&' &(+,'& +,($ -$




	 =646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?�

($ -£'&%'+'&  ¡$'% )¤)+'  « -�£¡(+¡$W +,' /)' -¥ +,' +&($). -)' -¥ +,' �(¢-�¡($ ©
�')¡%') � '¡$W  -&' '� ¢¡'$+ ¢- ./+(+¡-$(00¤« +,' ¢-$%¡+¡-$ -¥ +,¡) )¤)+'  ¡) $-+
)¬/(&'% ($% ¦' '¨. '¢+ � ¡�� +- ¢-$£'&W' ¥()+'& © Z,' %¡)(%£($+(W' -¥ +,¡) (.X
.&-(¢, ¡) +,(+ +,' )¬/(&'  (+&¡¨ ¡) $-+ )¤  '+&¡¢ « ($% ¡+ ¢($$-+ � ' W/(&($+''%
+- � ' ¥/00 &($� ¥-& (00 (..&-¨ ¡ (+' ¡+'&(+') ©

� �� � �� � ��	�	�� �� ���

�-& (00 +,' (� -£'  '+,-%) « ($% '). '¢¡(00¤ ¥-& +,' # '¦+-$ ¡+'&(+¡-$ « +,'
¢,-¡¢' -¥ ¡$¡+¡(0 W/')) ¡) ¢&¡+¡¢(0 +- +,' ¢-$£'&W'$¢' -¥ +,'  '+,-% © # )¡ .0' ($%
¬/¡+' '§'¢+¡£' ¡$¡+¡(0 W/')) ¡) +- ())¡W$ 4 �� +- '(¢, ($W0' © �¤ +,¡) ())¡W$ '$+ « (00
'¬/(+¡-$) ­�± (&' (/+- (+¡¢(00¤ )(+¡)�'% © #$-+,'& &'()-$ +- /)' 4 �� () ($ ¡$¡+¡(0
W/')) ¥-& ($W0') ¡) +,(+  -)+ �$¡+' '0' '$+   '),') (&' ¦'00X),(. '% « ¦,¡¢,  '($)
+,(+ +,' ) (00')+ ($W0' -¥ '(¢, '0' '$+ ¡) &'()-$(�0¤ 0(&W' ©

Z,' .&-� 0'  ¦ ¡+, +,' ­4 ��±X¡$ ¡+¡(0 W/')) ¡) +,(+ « /)/(00¤« ¡+ ¡) $-+ ( ¥'()¡� 0'
())¡W$ '$+ ¥-& ( . 0($(& ' �'%%¡$W -¥ +,'   '), © �-& '¨( .0' « +,' �4 ¢-$%¡+¡-$
(&-/$% ¡$+'&¡-& £'&+¡¢') ¡) -¥+'$ £¡- 0(+'% © Z- '$)/&' +,(+ +,' ¡$¡+¡(0 W/')) W¡£') (
¥'()¡� 0' . 0($(& ' �'%%¡$W « ¦' ¢($ /)' +,' ������� ��	� �� ����	�� �

Z- W'$'&(+' ( �(&¤¢'$+&¡¢ ' �'%%¡$W -¥ ( . 0($(& W&(., « ¦' � &)+ $''% +-
%'+'&  ¡$' % ­�± ( � -/$%(&¤ ¥(¢' " ($% ­�± ($ ' �'%%¡$W -¥ +,¡) ¥(¢' © */..-)' �
¡) +,' ¢,-)'$ �-/$%(&¤ ¥(¢' © �' ¢($  (. � ¡$ ( ¢-/$+'&X¢0- ¢�¦ ¡)' -&%'& +- (
¢-$£'¨ .-0¤W-$ ¦ ¡+, �� � )¡%') « ¦,'&' �� � ¡) +,' $/ �'& -¥ £'&+¡¢') ¡$ � © ª$ -/&
(..&-(¢, « ¦'  (. � +- ( /$¡+ &'W/0(& �� �XW-$ © Z- %'+'&  ¡$' +,' .-)¡+¡-$ -¥ ($
¡$+'&¡-& £'&+'¨ 
 « ¦' /)' +,' ¥- 00-¦ ¡$W �(&¤¢'$+&¡¢ '¬/(+¡-$ © �'+ 
 � � 0 0 0 � 
 & � '+,' $'¡W,�-&) -¥ 
 « ($% ­�, � 	, ± � ' +,' ¨X¤ ¢--&%¡$(+') -¥ ( £'&+'¨ ' © �-& (00 
 ¦'
,(£' % �� + ­�� � * 0 0 0 * ��� ±��	� + ­	� � * 0 0 0 * 	�� ±�� 0

#) ),-¦$ �¤ Z/++' 
�� «�� � « +,')' +¦- 0¡$'(& )¤)+'  ) (0¦(¤) ,(£' ( )-0/+¡-$ ©

 -&'-£'& « +,' &')/0+¡$W ' �'%%¡$W ¡) . 0($(& © #$ '¨+'$)¡-$ +- +,¡) ¡%'( ¡) +-
/)' ( ¦'¡W,+'% �(&¤¢'$+&¡¢ ' �'%%¡$W © ª$ +,' (� -£' '¬/(+¡-$) « ¦' ¦'¡W, +,'
¢--&%¡$(+') -¥ '(¢, $'¡W,� -& 
 ( �¤ ¡+) (0W'�&(¡¢ % ¡)+($¢' ¥&-  £'&+'¨ 
 « ¡ ©' ©« +,'
¦'¡W,+ -¥ �$ � .� - �© Z,' '¬/(+¡-$) +,'$ �'¢-  ' %�� + ­ �$ � .� � ��� � * 0 0 0 * �$ � .�� ���� ±� �( �$ � .� - �



=646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?� 
�

t�`V�� � T � 
��
� V��db�L QsVM�� L �Qc U ��c 	�
 �P`�Q m 
�	 �N�L ���Q m �� ������b� �b���Q m M�P
M �MSbg�M� QfQ��L bd Q�q� ������� T	� + ­ �$� .� � �	� � * 0 0 0 * �$ � .�� �	�� ±� �( �$ � .� - �0

ª+ ¡) '()¤ +- ),-¦ +,(+ +,' ¦'¡W,+'% '¬/(+¡-$) ,(£' )¡  ¡0(& .&-. '&+¡') ($% +,'¡&
' �'%%¡$W ¡) (0)- . 0($(& © � '¢(/)' -¥ +,' $(+/&' -¥ +,' �(. 0(¢¡($ -. '&(+-& ¦'
'¨. '¢+ +,' ¦'¡W,+'% ' �'%%¡$W +- ¢(.+/&' ¡$ ( �'++'& ¦(¤ +,' &'0(+¡£' %¡)+($¢')
¡$ +,' -&¡W ¡$(0  '), © �' ¢($ /)' +,' ($W0') ¥&-  ($¤ -¥ +,')' �(&¤¢'$+&¡¢ ' X
� '%%¡$W) () -/& ¡$¡+¡(0 W/')) ©

� � � �������� �����������

Z- +')+ +,' +'¢,$¡¬/') %')¢&¡� '% ¡$ +,¡) .(. '& « ¦' %¡)¢&'+¡²'% +,' �(.0(¢¡($
/)¡$W # '/ ($$ �-/$%(&¤ ¢-$%¡+¡-$) -$ ( £(&¡'+¤ -¥  '),') © �' ),-¦ ¢-$£'&X
W'$¢' &')/0+) ¥&-  +,&'' )( .0'  '),') " -$' /$¡¥-&  )¬/(&'   '), « ($% +¦-  '),')
W'$'&(+'% �¤ *®#� *� ªZ 
�� « ),-¦$ ¡$ � ¡W/&') � « � « ($% � &'). '¢+¡£'0¤© ª$ +,'
'¨. '&¡ '$+) « ¦' ())¡W$ 4 �� () +,' ¡$¡+¡(0 W/')) +- (00 ($W0') « ($% ¦' /)' � ¡��
+- )-0£' +,' )¤)+'  ¡$ ¡+'&(+¡-$ ­�± « '¡+,'& (¢¢/&(+'0¤ ¦,'$ (..0¤ ¡$W #'¦+-$ �)
 '+,-% « -& (..&-¨ ¡ (+'0¤ /)¡$W +,' ¡$$'&X-/+'& )¢,' ' © °¨¢'.+ ¥-& +,' W'$'&X
(+¡-$ -¥ +,' +¦-  '),') �¤ *®#� *� ªZ « (00 -+,'& )-¥+¦(&' ,() � ''$ ¦&¡++'$ ¡$

#Z�#� ©

	/& '¨. '&¡ '$+) (&' ¡$ (W&'' '$+ ¦ ¡+, +,' '(&0¡'& %¡)¢/))¡-$ ¡$ +, ¡) .(. '& ©
Z,' # '¦+-$  '+,-% ¢-$£'&W') £'&¤ ¥()+ �/+ -$ 0¤ ¥-& ) (00  '),') « -&  -&' .&'X
¢¡)'0¤« ¦,'$ +,' % ¡ '$)¡-$(0¡+¤ -¥ +,' .&-� 0'  ¡) $-+ +-- 0(&W' © # ) �W/&' � ),-¦ ) «
+,' %-++'% ¢/&£' « %'. ¡¢+¡$W +,' ¢-$£'&W'$¢' ,¡)+-&¤ -¥ +,' #'¦ +-$ ¡+'&(+¡-$ « ¢-$X
£'&W') ¡$ ¥-/& )+'.) ¥-& +,' /$¡¥-&  W&¡% .&-� 0'  © Z- )-0£' +,' ¥-/& )¤)+'  ) « � ¡��




� =646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?�

t�`V�� � T � ~��� ~��r L�Qc U ��c �� e����S�Q m 	�� �P`�Q m 
�	 �N�L ���Q m �� ������b� �b���Q m M�P
M �MSbg�M� QfQ��L bd Q�q� ������� T

t �`V�� � T � ~��� ~��r L�Qc U ��c ��� e����S�Q m �	� �P`�Q m ��� �N�L ���Q m 	�� ������b� �b���Q m
M�P M �MSbg�M� QfQ��L bd Q�q� 
��� �
��� T

+- -� ( +-+(0 -¥ ��� ¡+'&(+¡-$) © #-+' +,(+ '(¢, ¡+'&(+¡-$ ¡$£-0£') +¦-  (+&¡¨X£'¢+-&
 /0+¡. 0¡¢(+¡-$) " -$' ¦ ¡+, +,' �(¢-�¡($ ($% -$' ¦ ¡+, ¡+) +&($). -)' ©

Z,' # '¦+-$ ¡+'&(+¡-$ ¥(¡0'% +-  (�' ($¤ .&-W&')) -$ '¡+,'& -¥ +,' +¦-
*®#�*� ªZ  '),') © #-+¡¢' +,(+ +,' ) (00'& %¡ '$)¡-$ -¥ +,'  '), ¡$ �W/&' �
%-') $-+ ,'0. +,' #'¦+-$ ¡+'&(+¡-$ +- ¢-$£'&W' © Z,' &'()-$ ¡) +,(+ -$ +,' /$¡¥-& 
 '), « (00 +&¡($W0') ,(£' '¨(¢+0¤ +,' )(  ' ($W0') ($% )- +,' &'(0 % ¡ '$)¡-$(0¡+¤ -¥
+,' .&-� 0'  ¡) ) (00 © Z,'  /0+¡+/%' -¥ ),(. ') ¡$ +,' /$)+&/¢+/&'% *®#� *� ªZ
 '),') )'+)   ($¤  -&' ,/&% 0') +- +,' # '¦+-$  '+,-% ©

	$ +,' -+,'& ,($% « () �W/&') � ($% � ),-¦ « +,' � ¡�� X#'¦+-$  '+,-%



=646_ 939< A9G 48D �28B � � 2>9\25?8B 6_ 2 7 2G_ : 597 4 7 465?� 
�

1e+00

1e-02

1e-04

1e-06

0 100 200 300 400 500 600 700 800

L
og

 o
f 

th
e 

re
si

du
al

 n
or

m
 F

(x
)

BiCG iterations (2 Matrix-vector operations each)

Newton vs BiCG-Newton on the 10x10 grid.

t�`V�� � T � �Q�b�f bd ��Q�PVMN �b�L Sb�e��`��S� bd �c� ��U�b� M�P � ��hK��U�b� L��cbPQ b�
�c� 
��
� V��db�L `��P T rc� Pb���P N��� �����Q���Q �c� Sb�e��`��S� bd �c� ��U�b� ����M��b� T
rc� �b���Q L M�� �c� �b�KN���M� ����M��b�Q m Uc�N� �c� j Mj �Q QcbU Q �c� �VLg�� bd � ��h ����M��b�Q T

1e+00

1e-02

1e-04

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

L
og

 o
f 

th
e 

re
si

du
al

 n
or

m
 F

(x
)

BiCG iterations (2 Matrix-vector operations each)

BiCG-Newton on the two SPARSKIT grids.
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